Cap. | NOTIUNI FUNDAMENTALE DESPRE VECTORI

In mecanica exista marimi scalare sau scalari si marimi
vectoriale sau vectori.

Marimile scalare (scalarii) sunt complet determinate prin valoarea
lor numerica — un numar pozitiv sau negative — urmata de unitatea de
masura. Exemple: timpul (10 sec.), distanta dintre doua puncte (2 m),
aria unei suprafete (25m?), masa (50kg.), temperatura (-10°C), lucrul
mecanic (Nm), puterea mecanica (W), energie mecanica (Jouli), etc.

Marimile vectoriale (vectorii) sunt complet determinate prin

modul (marime sau intensitate), directie, sens si uneori punct de aplicatie
sau origine. Exemple: viteza \7, acceleratia 5, impulsul I:|, momentul
cinetic K, forta F, etc.

Vectorii se noteaza fie printr-o litera cu o bara deasupra (\ﬁ/,éi,lE ), fie
prin doua litere cu o bara deasupra lor (KB,I\W), prima litera indicand
punctul de aplicatie (originea) vectorului, a doua litera extremitatea lui.

De exemplu un vector AB este caracterizat prin urmatoarele
elemente:

- modulul (marimea sau intensitatea) vectorului, ‘ﬁ‘ este dat de

numarul care reprezinta lungimea segmentului AB;

- dreapta suport sau suportul vectorului este dreapta determinata
de punctele A si B;

- sensul vectorului este dat de sensul de parcurs de la A la B;

- punctul de aplicatie sau originea vectorului este punctul A;

- extremitatea vectorului este punctul B.



Clasificarea vectorilor in functie de punctul lor de aplicatie:

1°.Vectori liberi, la care punctul de aplicatie poate ocupa orice
pozitie in spatiu, mentinandu-se aceleasi: marimea, directia si sensul,
fara ca efectul vectorului sa se modifice. Acesti vectori se caracterizeaza
prin modul, directie si sens. (Exemple: vitezele si acceleratiile unui corp
in miscarea de translatie, momentul unui cuplu de forte.)

2° Vectori alunecatori, la care punctul de aplicatie se poate
deplasa numai pe suportul vectorului, mentinandu-se acelasi modul si
sensul vectorului. Acesti vectori se caracteriza prin modul, directie,sens
si dreapta suport. (Exemple: fortele aplicate unui corp rigid).

3°Vectori legati, la care punctul de aplicatie este bine determinat.
Acesti vectori se caracerizeaza prin modul, directie, sens si punct de
aplicatie. (Exemple: momentele polare, fortele aplicate unui punct
material).

Versorul sau vectorul unitate este vectorul de modul egal cu

unitatea.
e Daca u reprezinta versorul vectorului F, adica are modulul

egal cu unitatea, aceeasi directie si acelasi sens cu F, intre

vector gi versorul sau exista relatiile:

F[f|.0 sau azg (1.1)
ﬁ:versIE:E
F

e Prin orientarea sa un versor poate caracteriza directia si
sensul unei axe; axa este o dreapta pe care se alege un sens

pozitiv de parcurs, indicat uneori printr-o sageata.



Echivalenta vectorilor.

Echivalenta a doi vectori I?{ Si F_é se exprima prin egalitatea:

Fi=F (1.2)

Cei doi vectori se numesc echivalenti intre ei sau echipolenti.
Acesti vectori sunt caracterizati prin aceleasi elemente, egale intre ele, in
functie de tipul vectorilor:

- Doi vectori liberi sunt echipolenti daca au:
- marimi egale,
- suporturi paralele,
- acelasi sens.

Punctul de aplicatie al vectorilor nu trebuie precizat deoarece
operatiile de adunare si inmultire intre vectori liberi pot fi efectuate in
orice punct arbitrar din spatiu.

- Dol vectori alunecatori sunt echipolenti daca au:
- marimi egale,
- suport comun,
- acelasi sens.

Punctul de aplicatie poate fi oriunde pe suportul vectorilor, pozitia

suportului trebuie sa fie precizata.
- Doi vectori legati sunt echivalenti intre ei daca au:
- marimi egale,
- suporturi confundate,
- sensuri identice,
- acelasi punct de aplicatie.
in acest capitol se vor prezenta operatiile cu vectori liberi:
- adunarea (suma)

- scaderea (diferenta)



- inmultirea,
si relatii care au la baza aceste operatii vectoriale.
Se mentioneaza ca nu exista notiunea si operatia de impartire

vectoriala.

Se mai fac urmatoarele precizari:

e Toate operatiile ce vor fi definite pentru vectorii liberi vor putea fi
extinse si in cazul vectorilor alunecatorii si legati in anumite conditii.
Exp.: operatiile cu vectori legati vor trebui efectuate in punctul comun de
aplicatie al vectorilor respectivi; operatiile cu vectori alunecatori cu
suporturile concurente vor trebui efectuate in punctul de concurenta al
suporturilor.

e In operatiile cu vectori, acestia vor reprezenta marimi fizice de
acelasi tip.

Adunarea sau suma geometrica a vectorilor.

Suma a doi sau mai multi vectori este prin definitie un vector
obtinut prin metodele prezentate in continuare.

Se mentioneaza ca definitia pentru suma vectorilor este data
pentru vectorii alunecatori cu suporturile concurente (vectorii se
construiesc cu punctele de aplicatie in punctul de concurenta al
suporturilor) si pentru vectorii legati in punctul de aplicatie comun.

In cazul vectorilor alunecatori care nu au suporturile concurente si
a vectorilor legati care nu au punctul de aplicatie comun, se aduna
vectorii echipolenti corespunzatori iar vectorul suma obtinut se defineste

ca vector liber.

Suma vectoriala a doi vectori a si b este vectorul c=a+b, care

se obtine aplicand regula paralelogramului sau regula triunghiului.



Regula paralelogramului (fig. 1.1.a.): se construieste un
paralelogram care are ca laturi cei doi vectori a Si b cu punctul de
aplicatie comun; diagonala care uneste punctul de aplicatie comun al
celor doi vectori cu varful opus al paralelogramului reprezinta vectorul
suma c=a+b.

Regula triunghiului_(fig. 1.1.b.): vectorul b se construieste cu
punctul de aplicatie in extremitatea vectorului a; suma celor doi vectori
este vectorul care uneste punctul de aplictie al primului vector cu
extremitatea celui de-al doilea vector.

Suma vectoriala a trei vectori necoplanari ( cu orientari
oarecare in spatiu ) a,b,c se obtine aplicand regula paralelipipedului (fig.
1.1.c.): se construieste un paralelipiped care are drept muchii cei trei
vectori cu punctul de aplicatie comun.Vectorul suma d=a+b+c este
reprezentat de diagonala care uneste punctul de aplicatie comun al celor
trei vectori cu varful opus al paralelipipedului.

Suma a n vectori ,I?i (i=12...... n) se efectueaza aplicand regula
poligonului (se aplica succesiv de mai multe ori regula paralelogramului

sau regula triunghiului) (fig. 1.1.d):

—

R:

—

n

(1.3)

n
i=1
In cazul in care extremitatea ultimului vector din poligon coiencide

cu punctul de aplicatie al primului vector, vectorul suma R este nul

— —

(R=0).



Fig. 1.1

Proprietatile adunarii vectorilor

comutativitatea:
a+b=b+a.

asociativitatea vectorilor:

(5+5)+5:5+(5+5).

asociativitatea cu un scalar:
x(é+6)=xé+x6

existenta unui vector opus:

a+(-a)=(-a)+a-0.

Existenta elementului nul:

a+0=0+a=a.

(1.4)



Modul de definire a sumei vectorilor face posibila descompunerea
unui vector dupa doua directii necoliniare in plan sau dupa trei directii
necoplanare in spatiu.

Operatia de adunare vectoriala a doi vectori intervine si la diferenta
a doi vectori.

Diferenta a doi vectori asi b este vectorul a—b, care se ob{ine

adunand vectorul a cu opusul vectorului b, aplicand fie regula

paralelogramului (fig. 1.2.a), fie regula triunghiului (fig. 1.2.b):

(1.5)

Fig. 1.2

Produsul dintre un vector si un scalar.
Se considera vectorul a si scalarul A, Prin inmultirea vectorului a

cu scalarul A, se obtine un vector b = Aa, cu urmatoarele caracteristici:
- modulul, |o|=[a].

- directia, aceeasi cu a vectorului a.

- sensul, acelasi cu a vectorului a, daca A >0, sens contrar
daca A <0

Expresia:




reprezinta relatia de coliniaritate a vectorilor asi b.

Proprietati:

r=-1b=-a (1.7)
(Mt)é = k(ué) = Mté
(k+u)5zké+ué
r(a+b)=2a+1b.
Marimea algebrica a unui vector paralel cu o axa.
Se considera vectorii Fysi F, paraleli cu axa (A) de versorul u (fig.

1.3). Intre acesti vectori si versorul u exista urmatoarele relatii:

B e
0 —
“ Fig. 1.3 (4)
F, =u sau ﬁ:ﬁﬁ:‘ﬁ‘ﬁ, (»>0)
F, = uu sau Ezﬁzﬁz—‘l?z"ﬁ, (n<0)

Pentru un vector F =F || (A), de versor u, se poate scrie:

— ~

F=Fu=+

—

F

—

u (1.8)

unde F este marimea algebrica a vectorului F.

Marimea algebrica a vectorului F paralel cu axa (A) este egald

cu plusmodulul sau minusmodulul vectorului, dupa cum F are acelasi

sens cu axa (A)sau sens contrar:



—

+|F| pentru —=Y5F

T
Il

—

F

pentru ——2Y SF

Descompunerea unui vector dupa directii concurente
Descompunerea unui vector dupa directii concurente este operatia
inversa compunerii vectorilor concurenti si da o solutie unica in

urmatoarele cazuri:

1°. Descompunerea unui vector F dupa doua directii

coplanare cu vectorul respectiv (fig. 1.4).
Se descompune vectorul F dupa doua directii coplanare cu el, date
de vectorii a si b, construind un paralelogram pe laturile a si b, in care

vectorul F este diagonala.

Fig. 1.4

Vectorii ﬁ si FZ sunt componentele vectoriale ale vectorului F;
ﬁ este coliniara cu a, FZ este coliniara cu b, adica:
FoF+F,
si
F,=2a;F,=2b,
A si u fiind doi scalari.

Se obtine expresia vectoriala:

F =Aa+ub (1.9)




care reprezinta relatia de coplanaritate, intre vectorii a,b si F.
2°.Descompunerea unui vector dupa trei directii concurente in

spatiu:

Fig. 1.5

Se descompune vectorul F dupa trei directii concurente cu el, date
de vectorii necoplanari a,b,c, dupa regula paralelipipedului (fig. 1.5). Se
construieste un paralelipiped cu muchiile orientate dupa vectorii a,b,c in
care vectorul F este diagonala paralelipipedului (din originea si
extremitatea Iui F se duc plane paralele cu planele determinate de
directiilea,b,c luate doua cate doua).

Componentele vectoriale ale lui F sunt dirijate dupa muchiile
paralelipipedului:

F—F +F,+F;

Intre componentele lui F{F;;F,;F;} si vectorii a,b,c se poate aplica
relatia (1.6) de coliniaritate:

Fi=Aa; F,=ub; F;=1c.

de unde:

F=2%a+ub+vc (1.10)




Proiectia unui vector pe o axa.

Se considera vectorul AB =F si axa(A) de versor u(fig. 1.6)

Fig. 1.6

Ducand perpendiculare din extremitatile vectorului AB pe axa (A)

-AA" 1 (A); BB' L (A)- se obtine pe axa(A) vectorul A'B’, al carui

scalar (sau marime algebrica) se defineste a fi proiectia pe axa (A) a

vectorului ﬁ(sau IE). Notatii: pr., AB respectiv pr., F sau Fy-

Formula matematica de calculare a proiecitiei:

pr.,AB = ‘ﬁ‘cosa = ‘ﬁ‘cos(—B,G)

- -

F, = Hcosa ~ Hcos(F,u) (1.11)

unde o este unghiul format de vector cu axa de versor u.

Proiectia unui vector pe o axa este egala cu produsul dintre

marimea vectorului si cosinusul unghiului format de vector cu axa

—

F cosoc).

Proiectia unui vector pe o axa este egal cu produsul scalar dinte

vector gi versorul axei (FA = Fu).



Proiectia unui vector pe o axa este o marime algebrica al carui

semn depinde de orientarea vectorului fata de axa; daca a e [Ogj

proiectia este pozitiva, daca a < (gn} proiectia este negativa iar daca

T . . o
o= > proiectia este nula.

In cazul proiectiei vectorului F:

pentru o= 0,—) —-F,>0

a

N

= g,n}—)FA<O

a="5F, =0
2

Cazuri particulare in proiectia unui vector pe o axa.
1°. Daca un vector este paralel cu o axa, atunci vectorul se
proiecteaza in marime naturala pe acea axa, proiectia este egala cu
marimea lui algebrica, adica cu plus modulul sau minus modulul

vectorului dupa cum acesta are acelasi sens cu axa sau nu
In relatia (1.10) de calcul a proiectiei F, ,

pentru _)—HHE, a=0° cos0” =1, F, :H,

pentru « 2% F a=n, cosn=-1, F, =—|F

2°. Daca un vector este perpendicular pe o axa, proiectia lui pe

acea axd este nuld(F, =0).

in relatia (1.11)de calcul a proiectiei F, ,



pentru IEJ_G, azg, cosg:O, F, =0.

Expresia analitica a unui vector.
Se considera vectorul F care se proiecteaza pe axele sistemului

cartezian triortogonal drept (R) = Oxyz, de versori i, j,k. Proiectiiele

vectoruluiF pe axele de coordonate Oy, Oy, O, sau coordonatele lui in

reperul Oxyz sunt Fy, F, si F, (fig. 1.7).

(R)

________________

Fig. 1.7

Expresia analitica a vectorului F in reperul Oxyz este de forma:

F=F i+Fj+Fk (1.12)

in cazul plan (fig. 1.8), cand Fe Oxy, expresia analitica este de

forma:

F=F, i+F] (1.13)
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Fig. 1.8

In cazul in care se cunosc proiectiile vectorului pe axele de

coordonate, IE{FX, F,, F.}, se vor putea calcula:

- modulul vectorului:

F= \/sz +F,?+F,”  (in cazul spatial) (1.14)
Si

F= w/FXZ + Fy2 (in cazul plan)

- orientarea lui:

- - F
cos(F, i Ky

)- ;cos(Fj) = ——2—;
JR2+F2+F,2 JF2+F2 +F2

cos(F,k) = &
JR2+F2+F,2

Expresia analitica a sumei vectorilor

(1.15)

Pentru a=a, i+ayj+a,k sib=b, i+b,j+b,k, vectorul suma
c =a+b are urmatoarea expresie analitica:
c

=a+b=(a, +b,)i+(a, +b,)j+(a, +b, )k =c, i+c j+c,k (1.16)

In cazul sumei geometrice a n vectori:



F {EX,Ey,F } (i=12........ n), expresia analiticd a vectorului suma R

este urmatoarea:

ﬁ_iﬁ_(z J [Z j (Z ,ij Ry i+R,j+Rk  (1.17)

i=1 i=1 i=1

=

In cazul vectorilor coplanari, F, {I:,X,Ey}.(i =12........ nj:

ﬁ:gﬁz(; j [Z J ) i+Ry] (1.18)

Expresia analitica a diferentei a doi vectori:

—

Vectorul diferenta d =a —b, are urmatoarea expresie analitica:

—

d=a-b=(ay—b,)i+(a, -by)j+(a, ~b, )k =d, i+dj+dk (1.19)

Vectorul de pozitie (raza vectoare) a unui punct.
Pozitia unui punct arbitrar A in reperul Oxyz se poate determina
(fig. 1.9):
- scalar, prin coordonatele punctului A: x, abscisa, y, ordonata
Si z, cota;
- vectorial, prin vectorul OA =r , numit vector de pozitie sau
raza vectoare;
acest vector are punctul de aplicatie in polul axelor si extremitarea in
punctul A.
Proiectiile vectorului de pozitie pe axele de coordonate sunt chiar
coordonatele punctului a carui pozitie o determina:

=X =Y, =2

Deci expresia analitica a vectorului de pozitie r a punctului A este

de forma:



r:x_i+y]+zR z (1.20)

A
=1 A(x,y,z)
r/
=Y _y
=X | ’
X e e
Fig. 1.9

Calculul proiectiilor unui vector cand se cunoaste versorul

Metoda se utilizeaza in cazul in care se cunosc coordonatele a

doua puncte situate pe suportul vectorului.

Z\ \. XB,yB,ZB

rB F

Fig. 1.10

—

Se considera vectorul spatial F, de marime cunoscuta |F|, u

versorul sdu si coordonatele punctelor A(xa,Ya,Za) i B(Xg.Ys.Z5)

situate pe suportul vectorului respectiv (fig. 1.10).



Se cunoaste relatia intre vector si versorul sau:

F= Ha (1.21)
in relatia de mai sus, modulul H se considera cunoscut si trebuie

s& se determine expresia versorului u. in fig. 1.10 se observéa ca u este

si versorul vectorului delimitat de punctele A si B:

B

a:% (1.22)

—

AB —[A8[:,

Se exprima vectorul AB in functie de vectorii de pozitie ai

punctelor A si B:

AB =13 —Tp =(Xg ~Xa) i+(¥B ~Ya)i+ (28 ~2a)k (1.23)

modulul care reprezinta distanta dintre punctele A si B, avand expresia:

‘ﬁ‘:\/(XB—XA)Z+(yB—yA)2+(zB—zA)2 (1.24)

Se obtine astfel expresia analitica a versorului u:

(xg _XA)_i"'(yB _yA)j"'(ZB _ZA)R
\/(XB _XA)2 +(¥g _yA)2 +(2zg —ZA)2

care, introdusa in relatia (1.20), furnizeaza expresia analitica a

u=

(1.25)

vectorului F:

Xg —Xa) '+(YB yA)J+(ZB zp )k

‘ ‘\/XB XA +(yp - YA) +(ZB_ZA)2

(1.26)




Proiectiile vectorului F pe axele de coordonate vor fi:

FX:H X8 — XA ;
\/(XB _XA)Z +(yB —YA)2 +(ZB _ZA)2

—

F Y8~ ya ; (1.27)

F =
\/(XB _XA)2 +(ys _yA)2 +(zg _ZA)2

y

F, =[F 28— ZA
z \/ 2 2 2"
(XB_XA) +(YB—YA) +(ZB_ZA)

Produse de vectori.

Produsul scalar a doi vectori.

Produsul scalar a doi vectori a si b este un scalar s definit prin

relatia:

s—ab—[d|}

003(5,5) (1.28)

Ccu

(a.b)<180°.
in relatia (1.28), 003(5,5) indica semnul produsului scalar s ;

Scalarul s este pozitiv, negativ sau nul, dupa cum unghiul format
de cei doi vectori este ascutit , obtuz sau drept.
fn ultimul caz vectorii a si b sunt ortogonali.
Proprietatile produsului scalar:

1°. Comutativitatea:

ab =ba (1.29)



2°. Asociativitatea in raport cu un scalar:

x(éB) = (xé)B - é(xB) (1.30)

3°. Distributivitatea in raport cu suma vectorilor:
é(6+6):56+56 (1.31)

4°. Conditia de ortogonalitate pentru doi vectori a si b diferiti de

Zero:

ab=0 (1.32)

(003(5,5) =c0s90° = 0)

5°. Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre
marimea unui vector gi proiectia celuilalt vector pe directia primului

vector:

ab = ‘éHE‘ 003(5,5) E ‘5‘pr§5 =b pr-a (1.33)
6°. In cazul cazul coincidentei celor doi vectori care se Th multesc

scalar (5 - 5), produsul lor reprezinta patratul marimii vectorului:

2 2

—

aa=a =|a cos0’ =a (1.34)

7°. Proiectia unui vector pe o axa este egala cu produsul scalar

dintre vector si versorul axei:

—

au = ‘a‘cos(é,ﬁ) =a, (ﬁ, versorul axei (A)) (1.35)



8°. Calculul unghiului dintre doi vectori asib:

(1.36)

Produsul scalar al versorilor sistemului de axe Oxyz:

Ti=ji=kk=1 TG Tk
ij=jk=ki=0 Tl 1 o]0
i o] 1]0 (1.37)
k| 0|01

Expresia analitica a produsului scalar.

Cunoscandu-se expresiile analitice ale vectorilor a si b:

a=a, i+ayj+ak sib=b,i+b,j+bk (1.38)
produsul scalar al celor doi vectori se calculeaza inmultind expresiile

(1.38) ca doua polimoane:

ab = (a, i+ayj+a,k)(b i+byj+b,k| (1.39)
tindnd cont de produsele scolare ale versorilor date fie de relatiile (1.39),

fie din tabela (1.37).

Se obtine:

ab =a,b, +a,b, +a,b, (1.40)

Produsul scalar a doi vectori este egal cu suma produselor

proiectiilor vectorilor pe aceleasi axe.



Cu ajutorul relatiilor (1.40) se pot determina:
e marimea unui vector in functie de proiectiile sale pe axele de

coordonate:

2
2, .2, 42
aa:‘a‘ =a,” +a,” +a,

de unde:

= a2 +a, +a,’ (1.41)
e In baza relatiei de mai sus se defineste versorul unui vector:

a, i+ayj+a,k
e S T (1.42)

\/axz + ay2 +a,’

| o

ia =vers.a=

Q

e Conditia de ortogonalitate a doi vectori a0 sib=0;

ab=ab, +asb, +a,b, =0 (1.43)

e  Expresia unghiului dintre doi vectori a Si b.

ab, +ayby +a,b,

cos(a,b) = \/(axz . ay2 N azz)(bXZ n by2 + bzz)

(1.44)

Produsul vectorial a doi vectori.
Produsul vectorial a doi vectori a Si b este prin definitie un vector
p =axb cu urmatoarele elemente (fig. 1.11):

- directia este perpendiculara pe planul determinat de cei doi

vectori;



- sensul este astfel incat vectorii a,b,p sa formeze in aceasta

ordine un triedru drept (se aplica regula burghiului drept);

- marimea este egala cu aria paralelogramului format de

vectorii a Si b:

p| =[axb| =[] jp|sin(a,b) = A (1.45)
Deci produsul vectorial a doi vectori este determinat prin relatia:
p=axb =a|jp[sin(a,b) Tp (1.46)

unde _ip este versorul lui 5 Si (5,5) <180°.

Fig. 1.11

Proprietatile produsului vectorial:

1°. Anticomutativitatea:

axb=-bxa (1.47)

2°. Asociativitatea in raport cu un scalar:

A(axb)=raxb=axib (1.48)
3°.Distributivitatea fatda de adunarea vectorilor (la dreapta sau la

stanga):



5x(b+c)=axb+axc (1.49)
(3+B)xCc=axc+bxc
4°, Relatia de coliniaritate sau paralelism (in cazul vectorilor

nenuli,é # 0,5 =0):

Q|
X
(on]
I
ol

(a=2b) (1.50)

= [sin0° =0
[Sm(a’b){::moc’ - o]

in cazul vectorilor identici:

axa=0 (1.51)

Produsul vectorial al versorilor sistemului de axe Oxyz

Fig. 1.12

Aplicand definnitia produsului vectorial a doi vectori pentru

perechile de versori i,j,k din fig. 1.12, se obtin urmatoarele expresii:

i kxj=—i (1.52)



Adesea produsele vectoriale ale versorilor i,j,k date de relatiile

(1.52) sunt prezentate si sub forma tabelara:

TS5 T3 Tx (1.53)
T00 | k| -]
i |-k | O] i
k | j|-i|loO

Expresia analitica a produsului vectorial.

Cunoscandu-se expresiile analitice ale vectorilor a si b date de
relatiile (1.38), produsul vectorial al celor doi vectori se poate calcula in

doua moduri:
e Se inmultesc cele doua expresii analitice ca doua
polinoame:
5:§x5:(ax_i+ay]+aZR)x(bX_i+by]+bZR) =
= axbx_ix_i+axby_ix]+axbz_ixk+
+ab,jx i+aby jxj+ab,jxk+ (1.54)

+a,b kx i+ azbyR x j+a,b,k xk,

se inlocuiesc produsele vectoriale ale versorilor cu rezultatele
continute in tabela (1.53) sau cele din relatiile (1.52), se reduc termenii
asemenea, obtindndu-se in final urmatoarea expresie analitica a

vectorului produs vectorial:

—

Y

(aybz - azby) i+ (ab, ~a,b, )i+

=(axby—aybx)k:pX i+pyj+pzk (1.55)



e Se dezvolta dupa elementele primei linii determinantul de

ordinul 3 care contine urmatoarele elemente:

- prima linie: versorii _i,],R )

- adoua linie: proiectiile pe axe ale primului vector din produs
ala,.a.a,/,

- atreia linie: proiectiile pe axe ale celui de-al doilea vector din

produs, B{bx,by,bz}.

i ok
« a8y a,=(ajb,—ab,)i+(ab,—ab,)j+(ab, —ab,)k=
b, b

= px_I + py] + sz

Produsul mixt a trei vectori

Produsul mixt a trei vectori a,b,c este prin definitie produsul scalar

dintre vectorul a si produsul vectorial bxc:

m=a(bq)

— —

mzé(Bxé)zapz

—

a

—

Y

—

cos(é,f)) =la

—

b

—

Cc

sin(B,E)cos(é,B) (1.57)

unde (6,6) <180°, (5,5) <180°



In relatia (1.57), cos (5,5) indicd semnul produsului mixt, adica

scalarul m este pozitiv, negativ sau nul, dupa cum unghiul dintre a si p
este ascutjt, obtuz sau drept. In ultimul caz vectorii din produsul mixt sunt
coplanari. Ansamblul de vectori 5,5,6 luati intr-o ordine stabilita,formeaza
un triedru drept sau stang dupa cum produsul lor mixt este pozitiv sau
negativ.

Ca semnificatie geometrica,produsul mixt este egal cu volumul
algebric al paralelipipedului construit pe cei trei vectori din produs,aplicati

in acelasi punct si considerati drept muchii pentru paralelipiped.(fig. 1.13)

m=a(bxc)-ap -V

(1.58)

Urmatoarele relatii conduc la afirmatia de mai sus:

—

*p=bxc,|p

A (1.59)

A fiind aria paralelogramului care are ca laturi vectorii b sic (fig.
1.13)

—

ap =|p

proa=A(th)=+V (1.60)

* proiectia vectorului a pe vectorul p este inal{imea algebrica £h a

paralelipipedului (fig. 1.13):



+h, daca (5,5)< 90° (ansamblul de vectori a,b,c formeaza un

“triedru drept: a fiind de aceeasi parte cu f) fata de planul
definit de b si c).

-h, daca 90°<(55)<180°(ansamblul de vectori a,b,c formeaza un
triedru sténg,é fiind de partea opusa lui f) fata de planul
definit de b si c).

Relatia (1.60) exprima faptul ca volumul algebric £V al

paralelipipedului din fig.(1.13) este egal cu produsul dintre A=‘E>‘, aria
bazei paralelipipedului si ih=pr55, inalfimea paralelipipedului normala la

bazi determinata de b Si C.

Deci, volumul V al paralelipipedului format de vectorii a,b si ¢ este

dat de modulul produsului mixt al celor trei vectori:

a(6x0)

—

V= p

cos(é,ﬁ) = ‘5Hpr55‘ =A-h

(1.61)

Daca volumul paralelipipedului este nul, rezulta ca vectorii sunt

coplanari.
Proprietatile produsului mixt:
1°. Comutativitatea ciclica:
5(6x6):6(6x5):6(5x6) (1.62)
2°. Asociativitatea in raport cu un scalar:
k[é(BxE)} = xé(Bxé) = 5(k6x6) = é(BX?\,E)

(1.63)

3°. Distributivitatea fata de adunarea vectorilor:



(5+5)(axa):5(axa)+5(axa) (1.64)

4°, Relatia de coplanaritate in cazul vectorilor nenuli:

é(Bxé)zo (1.65)

(526><6:>[3J_6,6J_6; daca 55:0:>E>¢§)
Caz particular: daca doi vectori sunt coliniari sau identici,produsul
mixt este nul (5(%5 X 5) =0; 5(5 X 5) = O).
Expresia analitica a produsului mixt.

Se considera cunoscute expresiile analitice ale celor trei vectori:

a).Se calculeaza produsul vectorial p=bxc:

i ] k
p=bxc=|b, b, b,=(byc,-b,c,)i+(b,cy—b,c,)j+(byc, —bycy k=
Cx Cy C,
= Pyi+Pyj+P,k (1.66)
Se calculeaza produsul scalar ap
m=ap = ayPx +aypy +ap, =ay (bycZ - bzcy) +
+ay (b,cy —byc,) +a, (bxcy E bycx)
(1.67)
a, a, a,
b). m= é(Bxé) =lby, b, b, (1.68)
Cy Cy C



Produsul dublu vectorial a trei vectori:
Produsul dublu vectorial a trei vectori a,b,c este prin definitie un

vector d egal cu produsul vectorial dintre vectorul asi produsul bxc:

azéx(Bxé) (1.69)

Proprietatile produsului dublu vectorial.
1°. Asociativitatea in raport cu un scalar:
l[éx(ﬁxé)} =K§x(6><6) :éx(KBxE) :Ex(BxKE)
(1.70)
2°. Coplanaritatea vectorilor b,C Si d ,exprimata prin relatia (  ):
d=X\b+pc (1.71)
(Vectorul deste perpendicular pe a si bxc,ceea ce inseamna ca e

coplanar cu vectorii b si c).
3°. Descompunerea produsului dublu vectorial Tintr-o diferenta

vectoriala:

éx(6x6)=(56)6—(56)6 (1.72)

Expresia analitica a produsului dublu vectorial.

Se considera cunoscute expresiile analitice ale celor trei vectori.

a) Se calculeaza produsul vectorial bxc:



p=bxc=|b, b, b,l=(bc,-b,c,)i+(bcy—b,c,)j+
Cx Cy Cy
+(bxcy —bycX)Rszi+py]+pZR (1.73)

Se calculeaza produsul vectorial axp:

ik
d=axp=la, a, a, :(aypz—azpy)i+
Px Py Pz

+(apx — 8,0, )i+ (aypy —ayp, )k =dyi+dyj+d,k  (1.74)

obtindndu-se astfel expresia analitica a vectorului d.
b). Se aplica relatia (1.72) de descompunere a produsului dublu

vectorial care se transcrie analitic:

x(bxc)=(ac)b—(ab)c =

ax
= (axcx +a,C, +a,C, )(byi+byj+b,k) -

—

d=

- (axbX +ayb, +azbz)(cxi+cy]+czk), (1.75)

iar dupa efectuarea calculelor se obtine expresia analitica a vectorului

dublu produs vectorial de forma:

d=d,i+d,j+d,k (1.76)



In ncheiere sunt prezentate doua relatii cunoscute, consecinte ale
operatiiilor algebrice definite in acest capitol:

1°. |dentitatea lui Poisson.

2°. Identitatea lui Lagrange.

1°. Identitatea lui Poisson.

Fiind dati vectorii a,b,c exista urmatoarea relatie:

5x(5x6)+6x(6x5)+6x(5x6):6 (1.77)

cunoscuta sub numele de identitatea lui Poisson.
Relatia se verifica usor aplicand pentru fiecare produs dublu vectorial
formula (1.72) de descompunere a unui produs dublu vectorial sub forma

de diferenta:

(866 - (ab)c + (ba)c - (b¢)a + (cb)a- (ca)b = (1.78)
2°. Identitatea lui Lagrange.

|dentitatea lui Lagrange se exprima prin urmatoarea relatie:

~\2 - 2 53
(ab)”+(axb)” =a’b? (1.79)
Prin aplicarea formulelor de definire a produsului scalar (1.28) si a

produsului vectorial (1.46), se scriu urmatarele relatii cunoscute:
- ~\2
Cos(a,b); (ab) =

bsin(ab);  (axb) =l

2

—

b &l B[ cos?(8).

? sin? (5,5).

abz‘a

- 2
a b

axb‘:




2

—

a

—

&l B[ cos?(a.b) +[d]” B[ sin? (a.6)=[d] b

2 ~‘2

—

adica (a6 +(axB) =[a/ (1.80)




